Modelos

Matematicos ||

Los Del DGIIM, 1o0sdeldgiim.github.io

Doble Grado en Ingenieria Informatica y Matematicas
Universidad de Granada


https://losdeldgiim.github.io/

ol0Ele

Esta obra estd bajo una Licencia Creative Commons
Atribucion-NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional
(CC BY-NC-ND 4.0).

Eres libre de compartir y redistribuir el contenido de esta
obra en cualquier medio o formato, siempre y cuando des
el crédito adecuado a los autores originales y no persigas
fines comerciales.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Modelos
Matematicos 11

Los Del DGIIM, losdeldgiim.github.io

José Juan Urrutia Milan

Granada, 2026


https://losdeldgiim.github.io/

Modelos Matematicos 11

2 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Indice general

0. Optimizacién en dimension finita 5
1. Optimizaciéon en dimensién infinita 7
1.1. Derivada de Gateaux . . . . . . . . . . ... ... 7
1.2. Estudio de funcionales integrales . . . . . . . . . . .. .. ... .. .. 8
1.3. Problemas con frontera libre . . . . . . . . . ... ... ... . ... 12
1.4. Solucionar Ecuaciones Diferenciales . . . . . . .. . ... ... .... 14
1.4.1. Ecuaciones de tipo Euler . . . . . . .. ... ... ... 15

1.4.2. Versiones no homogéneas. Método de los coeficientes indeter-
minados . . . . ... 15
1.5. Estudio de extremos locales de funcionales . . . . . ... .. ... .. 16



Modelos Matemaéticos II Indice general

4 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

0. Optimizacion en dimension
finita

La tinica experiencia que hemos tenido en la carrera con el mundo de la optimizacion
es la optimizacion de funciones reales de variable real. Como el lector pueda llegar a
comprender este punto de partida es demasiado basico para el nivel de la asignatura,
que comienza explicnado la optimizacién en dimension infinita.

Por ello, es recomendable repasar el documento que le haya proporcionado su profe-
sor sobre conceptos clave que hay que tener en cuenta a la hora de realizar optimiza-
cién en varias dimensiones, de forma pormenorizada. En este capitulo recuperamos
(o al menos mencionamos) los conceptos mas importantes que hemos de tener en
cuenta después de esta pasada rapida por el mundo de la optimizacién en dimension
finita, para que el choque con la optimizacién en dimension finita no nos sea tan
grande como pueda parecer.

Para el desarrollo de este tema, conviene tener en cuenta a la hora de resolver un
problema de optimizacién en dimensién finita:

= Andlisis de derivadas primeras y segundas: formas cuadraticas y polinomio de
Taylor.

= Complicaciones en la frontera.

» Optimizacién con restricciones de igualdad!, método de los multiplicadores de
Lagrange.

= Nociones de convexidad permiten pasar de nociones locales a globales.

» Derivadas direccionales.

» Programacién lineal?.

» Teorema de Weierstrass para la existencia de 6ptimos, previa a buscarlos.

Teorema 0.1 (de Weierstrass). Sea K C R? un conjunto compacto y f : K — R
una aplicacion continua. Entonces f alcanza su minimo.

'En el caso de las restricciones de tipo desigualdad tenemos los multiplicadores KKT (Karush-
Kuhn-Tucker).
2Hay problemas similares, conocidos como programacién cuadrética y programacién convexa.
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Demostracion. Tomando o = inf f(z), sabemos que existe una sucesién {x,} de
zeK

puntos de K de forma que {f(z,)} — «. Por compacidad ha de existir x € K de
forma que {x,} — =z, y por continuidad de f tenemos que {f(z,)} — f(z), de
donde f(z) = a. O

Definicién 0.1 (Semicontinua inferiormente). Sea X un espacio topolégico 1AN,
decimos que una aplicacién f : X — R es semicontinua inferiormente si para toda
sucesion convergente {x,} de puntos de X se tiene que:

lim inf{f(z,)} > f (lim{z,})

Teorema 0.2 (Método directo del cdlculo de variaciones). Sea K un espacio to-
polégico 1AN compacto y F : K — R una aplicacion semicontinua inferiormente.
Entonces F' alcanza su minimo.

Demostracion. Tomando a = inf F(x), sabemos que existe una sucesién {z,} de
zeK

puntos de K de forma que {F(z,)} — «. Por compacidad ha de existir z € K de
forma que {z,,} — x. Tenemos asi que:
a =lim{F(x,)} = lminf{F(z,)} > F(z)

Y como o = in}f{ F(z) tendra que ser F(x) = a. O
TE
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1. Optimizaciéon en dimension
infinita

1.1. Derivada de Gateaux

En dimension infinita tenemos también el concepto de derivadas direccionales.

Sea X un espacio normado, D C X y sea F' : D — R. Fijamos y € D, diremos
que ¢ € X \ {0} es direccién admisible para y en D si existe 5 > 0 tal que
y +ep € D paral € € |—¢g, gg[. Por tanto, estd definida la correspondencia:

er— F(y+ep), e € |—¢o, 0]

Supongamos que es derivable, en cuyo caso diremos que F' es derivable en el sentido
de Gateaux en y a lo largo de ¢. La derivada correspondiente se define como:

. Fly+ep)—F(y)
dpF(y) = lim .

= {d%F(y + 890)}

|€=0

Diremos que F' es derivable en el sentido de Gateaux en un punto y € D si F es
derivable en el sentido de Gateaux en y para toda direccién admisible ¢.
Diremos que y, € D es un punto critico (o estacionario) de F si*:

0,F(y.) =0 Ve direccion admisible

Ejemplo. Consideremos D = {C'[-1,1] : y(—1) = 1 = y(1)} C C'[-1,1]. Para
y(z) = 2* € D, json direcciones admisibles las siguientes?

pr(z) = 2?
@o(r) =1 — 22
Para que sean direcciones admisibles necesitamos comprobar que

ye(z) = y(x) + epi(x) € D para € € |—eq, 0], € {1,2}

1. Para y.(z) = 2% + ex? = z%(1 + €), tenemos que y.(—1) = 1+ # 1, por lo
que no es una direccién admisible para ninguin e.

'Podrfamos definirlo en ]0, o[, pero por motivimos pedagdgicos nos restringiremos a este caso,
por simplicidad a la hora de dar los enunciados.
2También incluimos aqui los puntos en los que no hay ninguna direccién admisible.

7
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2. Para y.(z) = 2 + ¢(1 — 2?) tenemos que:

ye(—1)=14¢e(1-1)=1
y(l)=1+e(1-1)=1
Por lo que si que es una direccién admisible.
Cualquier ¢ € C'[—1,1] con p(—1) = 0 = ¢(1) serd una direccién admisible.

Notacion. Notaremos usualmante:

Co([a,0]) = {y € C*([a,0]) : y(a) = 0 = y(b)}

Proposicion 1.1. Sea X un espacio normado, sea D C X y F: D —R. Siyy € D
es extremo relativo de F' y F' es derivable de Gateauz en yg, entonces yo es un punto
critico.

Demostracion. Supongamos que en 7 se alcanza un minimo local (en caso de méxi-
mo es andlogo), es decir, existe un entorno de yy en el cual F(yy) < F(y) para
cualquier y en dicho entorno. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que es
de la forma D N B(yo, d), para § € RT.

Dada ¢ € X direcciéon admisible para yg, definimos y. = yy + €, con lo que existe
g0 > 0 tal que y. € D Ve € |—&y, g9[. Observemos que:

-5 9
lwo — el = lellell = . € Blyo,0) vse]—,—[
ERE

Sea € = min {50, g}, la correspondencia ¢ — F(y.) estd definida en |—2 2], es
derivable y tiene un minimo local en ¢ = 0. En dicho caso, como F' es derivable
de Gateaux en y, respecto a ¢, obtenemos que §,F(yo) = 0. Como la direccién
admisible era arbitraria, se cumple para cualquiera. O]

1.2. Estudio de funcionales integrales
Tomaremos X = C'(I), con I = [xg, z] para zg < x;. Usaremos la norma:

[yller = Nlylloo + 11yl

Consideraremos funcionales dados por:
z1
Fw) = [ Flay).y(a) do
Zo

Tipicamente consideraremos® F' : I x R x R — R integrable, e indicaremos sus
variables por F' = F(z,y,p).

30 quizés en otro dominio de definicién.
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Notacion. Usaremos los convenios:

_OF . OF OF

F,=—, =, =
ox Y oy P op
Y los analogos para derivadas parciales segundas:

O*F
pr - ayap

Lema 1.2 (Fundamental del calculo de variaciones). Sea I = [xg, z1], sea f € C*(I).
Si:

[t =0 e
Entonces f(z) =0 Vzel.

Demostracion. Por contrarreciproco, podemos suponer que 37 € |zg, x| tal que
f(@) > 0. Asi, existe un entorno de T tal que f(z) > 0 Vz € |Tg,7;[. Podemos
encontrar ¢ € Cy(I) tal que

/ " f@)ele) dr > 0

Por ejemplo, podemos construir ¢ a partir de la funcion:

1
p(x) = { ekt sl o] <1

0 en otro caso
donde p € C§°([—1,1]). O
Observacion. Varios comentarios:
» En el Lema fundamental se puede cambiar Co(I) por C¢(I),...,CY¥(I),...,Cs(I).
= Hay una version alternativa del Lema, que a continuacién se enuncia.

» De hecho, en dicho enunciado podemos también exigir para toda ¢ € C2°(I).

Lema 1.3. Sea I = |z, x|, f € L}, .(I). Si:

/ Y f@)p(a) dr=0 Ve e CD)

Entonces, f(x) =0 para casi todo x € I.
Demostracion. El dual de C.(I) contiene a Li. (I) y se extrae a partir de ahi. [

Teorema 1.4. Sea I = [zg,71], F € C*(I x R x R). Consideramos el funcional

7w - [ " Fle (o), o/ () da

o
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definido sobre:
D = {y € C'([zo,21]) : y(x0) = yo,y(x1) = w1}, vo, 1 ER

Dado y. € DN C*(I) punto critico de F, satisface la ecuacién de Euler-Lagrange:

Fy(x,y. (), yu(z)) — % [Ey(z,y.(x), . (x))] =0  Voel

(Fp):O

Y dx

Demostracion. Dadoy € D, ¢ € X\ {0}, notaremos y. = y+¢c, calculemos §,F (y)
formalmente:

dy.
de
dy.
de Y
De donde:
d d
= F
T = [P do
dy. AT
— [ R @), ) + Bl 0), 00 S o
— [ Ren(e) stlae))o(o) + By(o (o) L)) o) do
Por lo que

Lz%f “’9} oo / By, (@), ¥ () (@) + By, y(), o ()¢ (@) do

0, F (y) = / F,p+ F,¢ dx
o

Nos queremos quitar ¢’ de esta expresién, lo conseguiremos integrando por partes:

/ " Fyle,y(a) o (@) () de = — / " LR y(w), (@) () da

0 , dv
+ Fp(x1,y(21), ¥ (21))p(21) — Fy(0, y(0), Y (20))(20)
De donde: o J
5<p]:(y) = / (Fy - %Fp) ¢ dr + [Fp@]ié

. Cuadles son las direcciones admisibles? Dada y € D, jcémo ha de ser ¢ para que
Y. =y +ep € D? Tomando ¢ € C'([zg,71]) tenemos la condicién de regularidad, y
vemos que:

Ye(z0) = y(w0) +ep(w0) =90 = @(20) =0

10 losdeldgiim.github.io
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Andlogamente necesitamos que ¢(x1) = 0. Por tanto, la direcciones admisibles son
¢ € C}([zo, z1]). Usando estas direcciones admisibles, vemos que:

T1 d 0
7 = [ (B o) o do+ et

Para cualquier direcciéon admisible ¢. Usando que y, es punto critico, tenemos:

.70 = [ (Fle 0 = Lo (o) o)) ) do =0

Para toda ¢ € Ci(I). Por tanto, por el Lema fundamental del cdlculo de variaciones
tenemos la ecuacion de Euler-Lagrange. O]

Si los candidatos no son de clase 2, podremos definir soluciones de la ecuacién de
Euler-Lagrange a partir de la formula:

0, F (y) = / Fyo+ F¢ dx
o

Pero involucra conceptos de analisis funcional mas finos.
Ejemplo. Estudiar las curvas planas que unen dos puntos dados con minima lon-

gitud.

Tomamos A = (x¢,v), B = (z1,y1) € R?* y supondremos que o < x;. Vamos a
considerar unicamente aquellas curvas que pueden ser descritas como gréaficas de
una funcién?, es decir, aplicaciones z — (z,y(z)) con:

ye D={feC[xo,r1]) : f(z0) =0, f(x1) = 1}

Asi, las curvas tienen extremos en los puntos A y B. Para este tipo de curvas se
calcula su longitud como:

L= [ (1, @)l do = [ 1+ /(@) d

Asi, tenemos F' = F(p) = y/1 + p?. La ecuacién de Euler-Lagrange en este caso es:

b P
P Tt
d d "z
O:Fy—%(Fp) =-—= L Vo € [xg, 1]

L+ (y'(2))°

Por lo que todos los puntos criticos y(z) de L satisfacen esta ecuacién diferencial,
de donde podemos deducir que para cierto ¢; € R:

y' ()
1+ (y/(2))?

4Pues nos parece que las curvas que optimizan el problema son de este tipo y simplifica mucho
el problema.

=0 = Y@ =ayl+ (@)

11 losdeldgiim.github.io
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de donde:
e =a(l+@@)) = G =c

para cierto co € R. Como y € C'([xg, 21]), tenemos entonces que y'(x) es constante
Vx € [xg, 1], con lo que y(z) = c3 + ey Vo € [z, 21].

Las constantes c¢3 y ¢4 se determinan por las condiciones y(x;) = y;, i € {0,1},
obteniendo un tunico candidato a solucién, que se corresponde con la linea recta.
Habria que comprobar que este candidato es efectivamente un minimo de la funcién
a optimizar.

Definicién 1.1. Diremos que y € X es un extremal del funcional F si resuelve la
ecuacién de Euler-Lagrange asociada (notemos que no se pide y € D).

1.3. Problemas con frontera libre

En las condiciones del Teorema 1.4, supongamos que

D = {y € C'([zo, 21]) : y(xo) = wo}, Yo €R
Todo punto critico y, € DNC?(I), ademds de cumplir la ecuacién de Euler-Lagrange,

cumple la condicién extra® F,(zy, y.(x1), y.(x1)) = 0.

Esto se debe a que:

570 = [ (R (5} do+ [Fop(e) )l
- [" (B - 41
+ Fp(@n, (@), ' (21))p(@1) —

En este caso, las direcciones admisibles son:
D = {p € CU(I) : p(wo) = 0}

Asi, si nos restringimos a usar ¢ € C3(I) C D por la demostracion del Teorema 1.4
recuperamos la ecuacion de Euler-Lagrange para y,:
d
Fy, - %(F p) =0
Si ahora nos restringimos a todo el conjunto de direcciones admisibles ¢ € D se

sigue cumpliendo la ecuacion de Euler-Lagrange pero ahora también obtenemos que
o(xp) =0, con lo que:

<x,y<x>,y/<x>>1) o) dr

Fp
Fy(w0,y(20), y' (20)) ¢ (0)

Fyp(wo,y(wo), ¥ (20))p(x0) = 0 (1.1)
Asi, si y, era un punto critico, tendremos que d,F (y.) = 0, y en vista de la ecuacion
de Euler-Lagrange y de (1.1) obtenemos que:

Fp(xh y(x1), y/<I1))<,0(x1) =0

5La estructura del problema lo exige, pues quitamos una condicién y esta tiene que estar por
otra parte para tener solucién a una EDO de orden 2.

12 losdeldgiim.github.io
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Ejemplo. Si volvemos al tltimo ejemplo, para I = [zg, x1], fijamos yo € R, se pide
ahora determinar las curvas de menor longitud que unen el punto (zg,yy) con algin
punto de abcisa xy.

Buscamos curvas descritas mediante graficas, x — (z,y(x)), obteniendo la longi-

tud: -
Liy) = / VIt 0(@)? da

a optimizar sobre D = {y € C'([xg,z1]) : y(zo) = yo}. Para la ecuacién de Euler-
Lagrange tenemos que calcular:

p

itp

F=Fp) =vi+p = F=

De donde la ecuacion de Euler-Lagrange quedaria:

d d y'(x)
By = () = —— | ——

Es la misma que obteniamos en el ejemplo anterior, obteniendo que los extremales
son de la forma:
y(x) = 1 + com, c1,c0 €R

Imponiendo las condiciones que tenemos, y(z9) = yo y que y alcanza algin punto
de abcisa x; estd implicito en el dominio de definicion de y. Obligando ahora la
segunda condicion que sabemos que han de cumplir los puntos criticos:

Fy(z1,y(21), Y (1)) =0

Tenemos que:
y'(21)

L+ (y/ (1))
En este caso esta condicién se simplifica a 3/(x1) = 0, con lo que y ha de cumplir:

y(xo)—yo} — {02—0

y'(21) =0 c1 =%

=0

Con lo que el inico candidato a minimo es y(z) =yo Vo € I.

El resultado probado anteriormente puede generalizarse, obteiendo un resultado
analogo si fijamos el extremo derecho, obteniendo la condicion:

Fy(wo, y«(w0),yi(20)) = 0

Mas atn, si no se fija ningin extremo, se cumplen simultaneamente las condiciones:
Fp(@o, Y+ (w0), 4 (20)) = Fp(w1, ys(21), 3 (21)) = 0

13 losdeldgiim.github.io
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Ejemplo. Como otro ejemplo, buscamos las curvas de longitud minima que unen
un punto con abscisa zy con otro con abcisa xq, con xg < 7.

Buscamos curvas descritas mediante graficas, x — (z,y(x)), obteniendo la longi-

tud:
Liy) = / Vi (@) d

a optimizar sobre D = {y € C'([zg,71])}. Para la ecuacién de Euler-Lagrange
tenemos que calcular:

p

itp

F=Fp) =vi+tp = F=

De donde la ecuaciéon de Euler-Lagrange quedaria:

Es la misma que obteniamos en el ejemplo anterior, obteniendo que los extremales
son de la forma:
y(xr) = 1 + com, c1,c0 €R

Ahora no tenemos condiciones en los extremos, con lo que el problema fuerza las
condiciones:

Fy(wo, y(20), y/ (20)) = Fyp(w1,y(21), ¢/ (21)) = 0

Que en nuestro caso son:

V) @)
I+ @)? 1+ @)

Vemos que el parametro ¢; queda libre. Intuitivamente, esto se corresponde a que
en cada altura tenemos un candidato a minimo, y(z) = ¢s.

=0 <= Y(rg)=0=9¢(r1) <= =0

1.4. Solucionar Ecuaciones Diferenciales

Como ya ha podido percibir, la ecuacién de Euler-Lagrange es una ecuacién diferen-
cial, por lo que para su uso en esta asignatura conviene adquirir los conocimientos
(o repasarlos) de resolucién de ecuaciones diferenciales. Un bdsico conocimiento de
las ecuaciones diferenciales es suficiente para su desarrollo en este tema, junto con
las técnicas de resolucién de ecuaciones diferenciales que a continuacién se describen.

Resolviendo en casos practicos la ecuacion de Euler-Lagrange podemos obtener ecua-
ciones diferenciales del tipo:

= De variables separadas.

= Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes.

14 losdeldgiim.github.io
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= Ecuaciones de tipo Euler homogéneas.

= Versiones no homogéneas de los tres casos anteriores.

Los primeros dos grandes tipos de ecuaciones diferenciales que se tratan en la enu-
meracion anterior fueron vistos ya en la asignatura de Ecuaciones Diferenciales I, y
conviene repasar el documento relativo a su temario si no se recuerda cémo solucio-
nar este tipo de ecuaciones. Ademas, sera adecuado que se repasen los cambios de
variable de ecuaciones diferenciales.

Respecto a los dos tltimos puntos de la enumereacion, los tratamos de forma
detallada a continuacion.

1.4.1. Ecuaciones de tipo Euler

Las ecuaciones de tipo Euler son aquellas ecuaciones diferenciales lineales en las que
la variable independiente aparece multiplicada por la variable dependiente siendo
la variable independiente un monomio del mismo grado que el orden de la derivada
por la que se multiplica, es decir, algo del estilo:

o2y + 2xy +4y =0
Resolver ecuaciones de tipo Euler es tan sencillo como aplicar el cambio de variable:
u=-e

Y obtendremos una ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes, que ya
sabemos resolver.

1.4.2. Versiones no homogéneas. Método de los coeficientes
indeterminados

Para resolver una lineal completa se obtiene una solucién particular y se le suman las
soluciones de la homogénea asociada, tal y como vimos en Ecuaciones Diferenciales I.

Hay que buscar clases de funciones que sean cerradas por la parte no homogénea de
la ecuacién diferencial:

1. Si tenemos un polinomio como ecuacién, buscamos con un polinomio.

2. Sitenemos una funcién trigonomética, buscamos con una funcién trigonométri-
ca de la misma frecuencia.

3. Si tenemos una exponencial, buscamos con una exponencial.
Ejemplo. Veamos varios ejemplos:

1. Tenemos:
y// —y=ux
Vemos a ojo que y,(z) = —z, pero en general habrfamos probado con:

a+bx, a4+ br+ ca?

Dejamos los coeficientes libres y los determinamos exigiendo que se cumpla la
ecuacion.

15 losdeldgiim.github.io
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3. Para la ecuacion:
16e” — 8y — 2y =0

Probamos con y,(x) = ce®, con c € R:

16e” — 8ce™ —2ce® =0 <= 16=10c <= c¢=16/10

2. Tenemos la ecuacién (donde o € R):
y" 4+ ay = asen(8z)

Probamos con asen(8z) + bcos(8z). Observamos que tenemos una derivada
segunda y que no tenemos primera, con lo que podemos tomar ya b = 0:

—64asen(8z)+aasen(8z) = asen(8r) <= (a—6dla=a <<= a=

Asi, para a # 64 tenemos dicho a.

. Qué pasa cuando o = 647 Resulta que sin(8z) nunca va a salir. Al igual que
con raices multiples, si algo no funciona se pone:

ax sen(8x) + bx cos(8x)

Si no funciona:

az® sen(8z) + bx? cos(8x)

Para o = 64 sale y,(r) = —4x cos(8z).

1.5. Estudio de extremos locales de funcionales

Queremos ver que y, es un minimo local para F, con lo que deberia existir un
entorno en el que F(y,) < F(y) para todo y en el entorno.
Basta estudiar el funcional en puntos de la forma y, + ey para ¢ direccién ad-
misible y € pequeno (|e] < 1).
Desarrollando por Taylor en ¢, para estudiar si y. es mejor que y, se escribe:
2 7

d e d
Flys + ) = Fly,) + EE./_"(?J* +ep)| _,+ 5@}"(% +ep)|__, + O

Estamos haciendo realmente un estudio de la funcion de una variable

er— Fly. +ep)

Y nos interesa comparar F(y) con F(y.+cp). Si tenemos un punto critico la primera
derivada sera igual a 0, con lo que tenemos que estudiar el desarrollo hasta orden 2.
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